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Was ist und wozu dient die Mengenlehre ?

Hans-Christian Reichel,Wien

Ich habe dieses Thema gewdhlt, weil die sogenannte Mengenlehre
immer noch in der Offentlichkeit als kontroversielles Thema des
Mathematikunterrichts gehandelt wird. Ferner auch deswsgen, weil
dieses Schlagwort in der Regel, und pars pro toto, fast synomyn
und wohl auch zu unrecht fiir die sogenannte "neue Mathematik",
also fir alle VerZnderungen des Mathematikunterrichts der letzten
Jahrzehnte herhalten muBte. Vor allem aber habe ich dieses Thema
gewdhlt, weil es gerade heuer 100 Jahre her ist, daB Georg CANTOR
die erste allgemeine Definition des Mengenbegriffes vorgelegt hat.

Im Jahre 1883 schreibt Georg Cantor in einer beriihmt gewordenen
Arbeit, in den Mathematischen Annalen [CAJ - also mehr als ein
Jahrzehnt vor der in den meisten Schulblichern angegebenen "Definition"
des Mengenbegriffs (vgl. hiezu Seite 3):

"Unter einer Mannigfaltigkeit oder Mengs verstehe ich ndmlich
allgemein jedes Viele, welches sich als Eines denken 138t%t, d.h.
jeden Inbegriff bestimmter Elemente, welcher durch ein Gesetz

zu einem Ganzen verbunden werden kann, [und ich glaube, hiermit
etwas zu definieren, welches verwandt ist mit dem Platonischen

e ib50s8 oder 18 ¢&a ...J". (Auf diesen eher philosophischen
Aspekt soll hier nicht eingegangen werden, darum ist diese Stelle
eingeklammert).

In dieser ersten allgemeinen Mengendefinition, die ein wenig
abweicht von dem, was in den Schulbiichern steht, ist etwas enthalten,
ndmlich die "Verdinglichung" einer Eigenschaft (naive Form des
Komprehensionsaxioms). Es geht bei der Mengendefinition nach
Cantor urspriinglich offenbar um die Verdinglichung ("Hypo-
stasierung") einer Eigenschaft. Man hat z.B. einerseits die
BEigenschaft "Primzahl sein", d.h. "x ist Primzahl" und anderer-
seits die Menge aller "Trager" dieser Eigenschaft, also die
Menge aller rrimzahler. Die "Uridee" der Mengendefinition ‘st
also die "Konkretisierung" einer Eigenschaft, eines Pradikates,
durch Zusammenfassen aller Tridger dieser Eigenschaft: :

Eigenschaft(Prédikifl”yariable ¢ Menge
\§'E (x) {x | B(x) }
Eigenschaft von x;Aussage liber x Menge aller x, fir die gilt..
z.B.: "Primzahl sein" z.B.: Menge P aller
"x ist Primzahl" Primzahlen
30 nlitzl

ich tUbrigens der Begriff der Menge in den letzten
hundert Jahren geworden ist, so wenig deutlich ist das Wort
"llenge". Dieses Wort hat bekanntlich nichts mit dem umgangs-
sprachlichen Wort "Menge" zu tun, wie es etwa in dem Satz
"Gestern habe ich eine Menge Cola getrunken' gebrauvcht wird.
Es scheint mir hier das franz@sische Wort "ensemble" oder das
heollZrndische "verzaameling'" oder auch das englische Wort "set"
deutlicher zu sein. Urspriinglich hat das Georg Cantor auch
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gesplirt. Er hat von "Mannigfaltigkeit", von "Gesamt", vom
"Inbegriff" ung dhnlichen gesprochen. An der Terminologie
kann man allerdings heute nichts mehr dndern.

Tatsache ist, d4af in den vergangenen hundert Jahren die Begriffe
und Fethoden dexr Mengenlehre, die - wie Wir sehen werden -
zundchst bei Cantor auf ganz spezielle mathematische Frage-
stellungen gerichtet waren, sich (bereits in Cartors landen
schon) als auferordentlich verallgemeinerungsféhiges und
ungemein niitzliches Instrument erwiesen haben. Dis tengenlehre
wurde schon bald rach ihrer Begrindung viel mehr als eine blogj
matheratische Teildisziplin. Groge Teile der Iathematik sind

von ihr beeinfluBt ung innerlich umgestaltet worden. Auf ihrer
Grundlage wurden ganz reue mathematische Gebiete geschaffen,
andere verdnderten sich wesentlich., Dureh ihre Denk-~ und Sprech~
welse sind neue Gebiete entstanden; z.B. Topologie, Funktional-
analysis, sowie Gebiete, die es bereits gegeben hat, die aber -
zurirdest formal - total verdndert warden, wie z.B. die Algebra,
die Wahrscheinlichkeitstheorie, lMzBtheorie, v.a.m., also
Gebiete, die ohne Kengenlehre hente gar nicht denkbar wiren.

Das beginnt bei der Verwendung der Mergensprache una endet

teli tiefliegenden Resultaten, z.B. Scgenannten "Unabhingigkeitg~
resultaten” (vgl. den Schlug ger Arbeit).

Zudem hat die Mengenlehre eine vorher nicht gekannte Verein-
heitlichung und Prizisierung der Mathematik gebracht; auch
dariber wird zu Sprechen sein. Sie hat vielfach die sprachlichen
liittel bereitgestellt zur Exaktifizierung weiter Teile der
Mathematik, und das hat sich schlieBlich eben auch im Mathematik-
unterricht bLiedergeschlagen, dort aber leider bisweilen mit
falscher urd verzerrten Stellenwert, falschen Betonungen und
falschem 3inr, so daB neben den unbestrittenen Vorteilen auch
Nachteile, wnd mehr noch: die inzwischen allseits bekannten
Auswiichse zu beobachten sind.

Jedenfalls muB *man aher feststellen: Wenn man die grofen Ent-
wicklungsschiibe der Matheratik im Taufe der letzten hunder+ Jahre
durch Schlagworte kennzeichnen mochte, so muB man fir die zweite
Hdlfte des 20.Jahrhunderts sicherlich den Computer nennen und

die Mathematik, die mit der Entwicklung, der BT indung und der
Weiterentwicklung des Computers Zusammenhingt (Informatik,
Numerik, etc.).Aber zumindest fir die erste Halfte dieses Jahp-
hunderts, grob gesprochen, muB man an ganz prominenter Stelle

den Begriff der Menge, oder besser die Auswirkungen des Cantor'schen
Mengenbegriffs nennen. Beide Begriffe (Computer und Mengenlehre)
haben ja librigens geneinsam, daB sie auch auferhalb der Mathematilk
in jedermanns lMund sind, so daB sich gerade der lathematiklehrer
mit diesen beiden Begriffen und deren "Unfeld" weit mehr aus—
einandersetzen nuB, als es bis vor einiger Zeit vielleicht

noch in der Ausbildung der Lehramtskandidaten iblich unad notig
war,

Eehren wir also zu unserem etwas plakativ formulierten Thema
zurlck: Was ist ung wozu dient die Mengenlehre 2

Die auch in der Schule iibliche Definition:
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"Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens (welche die Elemente
von M genannt werden) zu einem Ganzen" MCao]

stammt aus dem Jahr 1895 (aus G.Cantor's "Beitrige zur Be-
grundung der transfiniten Mengenlehre") und ist m.E. didaktisch
weniger giinstig, weil sie die oben so genannte "Verdinglichung
einer Eigenschaft" nicht mehr ausdriickt. Nach dieser "Definition"
scheint es dann auch - widersinnigerweise - naheliegend,
"beliebig zusammengewiirfelte" Mengen wie {%,,x,2} w.i. zu
bilden und mit ihnen - mehr oder minder kindisch - zu operieren.

AuBSerdem ist ja auch bekannt, daB diese "Definition" nicht halt-
bar ist, da sie in sich Widerspriiche enthilt. Wir werden darauf
zuriickkomrmen. '

In MU wdre es m.E, aus diesen und anderen Griinden besser, sinn-
gemafl zu sagen: "Eine Menge entsteht, wenn man Dinge nach einem
gewissen Gesichtspunkt zusammenfaBt". Eine derartige "genetische
Definition" widre vermutlich fiir die Zehnjahrigen auch eher

altersgemdB als der "statische Aspekt" ("...eine Menge ist ...").

Allerdings konnen wir uns wohl von jener "Definition", wie wir
sie auch in vielen Blichern finden, nicht mehr vollstindig
befreien,

Eier nun noch eine grundsdtzliche Bemerkung zur Abkldrung
der Begriffe, die wir im folgenden verwenden werden:

Die aus einer konkret-anschaulichen Mengendefinition (etwa wie
oben)abgeleitete Mengenalgebra,d.h.alle Aussagen, die aus ihr
abgeleitet werden, bezeichne?t man als "naive Mengenlehre", Naiv
deshalb, weil der Begriff direkt der Anschauung entspringt und
nicht einer theoretischen Reflexion.

Die Mengenlehre als mathematische Telldisziplin bezeichnet man
hingegen als "axiomatische llengenlehre"”, weil der Mengenbegriff
dort axiomatisch definiert wird. Doch dazu spidter.

x2n erhdlt einen schoren Einblick in den urspriinglichen und
sozusagen "genuinen" Sinn der Mengenlehre, wenn man sich
historisch ansieht, aus welchen Fragestellungen heraus die
¥engenlehre eigentlich entstanden ist:

Bel der Bniwicklung der Analysis im 19.Jahrhundert spielten

urendliche Funktionenreihen eine bedeutsame Rolle. Der Unter-

schied zwischen punktweiser und gleichmdBiger Konvergenz,

nsbesondere die Tragweite dieser beiden Begriffe, wurde

ziihsam erarbeitet und formuliert. Die Fragen der Konvergenz
zieller Reihen und umgekehrt, die Frage nach der Darstellung

ebener Funktionen durch spezielle Reihen, war ein zentrales

ra des 19,Jahrhunderts.
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Sie spielen eine bedeutsame Rolle in der Mathematik, aber auch
in der Physik, z.B. bei der Zerlegung einer Schwingung in deren
Oberschwingurgen u.a.m. Neben vielen anderen (Heirne, du Bois-
Reymond,...) hat sich Georg Cantor um 1870 nit derartigen Reihen
intensiv beschidftigt, vor allem mit Eindeutigkeitsfragen.

1271 bewies er folgenden Satz:"Zwei Fourier-Reihen, die — etwn
,om] - punktweise gegen dieselbe Grenzfunktisn kKonver-
ieren, pUssen auch dieselben Foeffizienten haben; dies gilt
uch dann, wenn man pei endlich vielen Punkten Ly Foyee.Xy Aus
,27] auf Konvergenz bzw. Gleichheit der Grenzwerts verzichtet.
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tritt also eine endliche "Ausnahmemenge" auf. In den Folge-

a
e
Hi
jaaren hat Cantor untersucht, ob und wie dicser Eindeutigkeits~

satz auch bei unendlich vielen Ausnahmenurnkien g11lt; und eben

aus diesem Problemkreis heraus kam €5 zur BEntvicklung des
Yengenbegriffes (und - nebenbei gesagt - der Anfangsgrinde

cder rengentheoretischen Topologie). Es ging also darum, Ausrahme—
menge und Lage der méglichen Ausnahmepurkie zu beschreiben,

-

und dafir "erfand" Cantor den Mengenbegriff. Bs &ing ihm also
um die mdglichen Mengen der Ausnahmepurkte . Hiezu etwas genauer
in moderner Sprache: ‘

Line unendliche Teilmenge Ac[0,2m] mud einem Hiufungspunkt auf
diesem Intervall haben; z.B.den Wert a

i
x :

0 a. 2m

\'4

Denkbar ist aber auch, daB sich die HAufungspunkte selbst
wieder hHufen, etwa so:
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Lantor zelgfe um 1872: "Bricht die induktiv dureh A:=4 und aA™1o
= {x€l[0,2r]/x ist Hiufungapunkt von AR} definierte Folge von
Teilmengen A%, i=1, 2,... des Intervalles [0,27] nach endlich
vielen Sechritten ab, d.h. wird schlielflich Al=p(={ }) fur ein
passendes r, so pilt der obige Eindeutigkeitosatz fiw diese
w2sentiich komplizier+teoren Ausnohmenengen A4 immer noch."(Ing-

nlcht konstante Fun

p_i

nozondere sind dane “%ionen 1, die auBernal
ciner solchen Menge verschwinden, nicht durch eine Pourier-Reihe
carstellbar, es pifte dann ja £(x) = T[b-oos{nx)+0-sin(nxﬂ,n:1,2

yooe oy
o] - 1
fedten 1),

~us derartigen - durchaus in der ¥lessiochen Mathematik wurzelnden -

intersuchungen entwickelte Canftor nun 1in den Polgeiahren zunichst

¢ine Theorie der (wie wir heute eagen wilrden)unendlichen Teil-

Dengen ven R ound R, Die 7 sen AP rickien Sozusigen

wls celbstidndiges Stad :rob jokt in den Vordergrund. In den

Yolgejahren entaeckia dznn Cantor auch die igentliche" Trag-
e

“eite des von ihm korzipierten Mengenvegriffes: dag und wi
wan z.8. den Mengenbegriff zur Definition der reellen Zurlen
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verwenden kann (XKontinuumsproblenm), und dag und wie man den von
ihn geschaifenen Begriff ganz allgemein zum Vergleich und zur
Xlassifikation unendlicher Mengen heranziehen konne. &r entdeckte
una osscarieb den Segriff der Abzahlbarkeit (0) bzw. Uber-
abzéhlbarkeit (R) und "erfand” die bis heute so bedeutsame
Theorie der unendlichen Kardinal- und Ordinalzahlen, den hieflir 3
novwendigen Zegriff der Gleichmichtigkeit u.v.a. Dadurch -—

und durch die vielen weiteren "Anwendungsmdglichkeiten", die
spZter entdeckt wurden - gewann die Mengenlehre auch eine Art
"philosophische Dimension", die sie, wenn auch aus anderen
Grinden, bis heute auch (!'!) innehat. Xurz gesagt - und das

hat Cantor selbst schon in seiner wvolilen Tragweite erkannt -

hat er nit seiner Kardinalzahl-Definition einen Rahmen fiir das
Problem des sogenannten "Aktual Unendlichen" geschaffen, dessen
Existenz und Abgrenzung vom sogenannten "Potentiell Unendlichen”
seit Aristoteles (und wahrscheinlich schon frither) eine kontro—
versielle Rolle in der Philosophie innehat. Und Cantor blieb es -
um es8 grob zu sagen -~ auch nicht erspart, in dieser Hinsicht

fir pseudotheologische Zwecke miBSbraucht zu werden. (Er selbst
behandelte [C4) diese Aspekte u.a. auch in historisch-philo—
sorhischer Hinsicht und strich vor allem Bolzano als "Vorreiter"
mancher seiner Uberlegungen heraus).
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Doch kebren wir zu der viel wichtigeren Bedeutung der Mengen-
lehre fiir die Mathematik selbst zuriick. Die in diesem Aufsatz :
zu Beginn zitierte allgemeine Mengendefinition Cantors steht !
1883 - also vor genau 100 Jahren - am Ende einer fiinfteiligen ;
Artixelserie in den lMathematischen Annalen, welche so gesehen

zua Pundament der weiteren Entwicklung wurde und schlieBlich

auch fir die Didaktik und den Mathematikunterricht Bedeutung

gewann.

Die Frage: "Wozu dient die Mengenlehre?" wird im folgenden nach
drei "Eauptpunktien" gegliedert, welche allerdings voneinander
nicht scharf abzugrenzen sind und die - fiir sich genommen - auch
nur "schlagwortartige" Bedeutung haben.

(4) Mengen als “"sprachliches Hilfsmittel" (zur besseren Beschrei-
burgz von Sachverhalten, als Veranschaulichungshilfe, etc. ).

(B) Mengen als "mathematisches Hilfsmittel" (zum besseren
Verstindnis von Sachverhalten, Schalfung neuer und selbstdndiger
Studienooiekte, usw.)

(C) Menganlehre in den "Grundlagen der Mathematik" (Eraktifizieruns:

SSngemE -k - : — g5
Vereinheitlichung, Raduktion und logische "Fundierung" mathe-
ratischer Begriffsbildungen und Beweismethoden, e%c.).

Becerzunz: Zs ist logisch, dad eine schrarfe Abgrenzung bei
ciesen 3Jecnlagworten weder wdglich noch sinnvoll ist, weil z.B.
natirlich ein besserer gprachlicher Ausdruck steis auch zu
einen besseren rathematischen Verstidndnis fihrt und umgekehrt.
Spracnliches und matheratisches Verstindnis 1484 sich nicht
scrarf {rennen, und "matnematische Hilfsmittel" und "Grundlagen
der Mathe

e
natik" erst recht nichi.
s

Gy

Im Sirne ¢

ieser Schlagworte folgen nun einige Beispiele, die
exe-plarisc

h zeigen, wo die Mengenlehre Anwendung rindet.

)]




N

< s rr———— e

- 133 -

(1) Was mit Punkt (A) - "sprachliches Hilfsmittel" - gemeint ist,
wurde schon durch den historischen Exkxurs deutlich; Mengen-
begriff und Mengenalgebra halfen dort bei der sprachlichen
Darstellung mathematischer Sachverhalte (Analoges spielt ja auch
im Mathematikunterricht eine Rolle!). Aber mehr noch: Es ist

wie stets mit einer bestimmten Sprache auch eine gewisse
vesondere Denkweise verbunden. (vgl.Definition des Fldchen~

und Volumenbegriffes, des Wahrscheinlichkeitsbegriffes, Entwicklung
der Gruppentheorie und der Sogenannten modernen Algebra iiber—
haupt, etc.etc.). In derartiger Weise wurden ganze Teildiszi-
plinen der Matheratik durch die Sprache der Mengenlehre
unzestaltet bzw, uverhaupt erst ermdglicht S0, wie etwa
gewlsse Fnilosophien offenbar auch ni auf éem Boden ganz
gewisser Sprachen gedeihen.

Auch im Mathematikunterricht steht dieser Aspekt der Mengenlehre
ja im Vordergrund. Etwa bei der Verwendung der Mengensprache
in der Geometrie. Allerdings hat das auch negative Aspekte:

Im Lehrplan der 1.Klasse AHS (und HS) steht: "Einfthrung in die
Gecmetrie mit Hilfe des Mengenbegriffes", Hier ist Vorsich+
geboten, denn die Geometrie durchliuft in der Schule eine drei-
stufige Entwicklung: die Anschauung, das Zeichren und - zum
SchluB8 wohl -~ die Beschreibung. Erst hier, bei der Beschreibung,
hilft m.E. die Mengenlehre (z.B. Schnittpunktoengen ete. ).

Also sollte es richt Zinflihrung in die Geometrie mit Hilfe der
Ilengenlehre heiBen, denn das 1st meines Erachtens eine falsche
Schwerpunktsetzung.

Bei der Geometrie ist auch noch eine andere Problematik zu
erwihnen, ndmlich: die geometrischen Figuren als Punktmenge,

z.B. der Satz: "eine Gerade ist eine Punktmenge”, "ein Quadrat
ist eine Punktmenge", etc. Diese Sichtweise ist fiir gewisge
Probleme niitzlich,zum Beispiel bei der Frage:"Was ist der Mittel—
punkt eines Quadrates?" usw. Hier ist es nlitzlich, das Quadrat
als Punktmenge zu sehen, dann ist der Mittelpunkt eben einer der
vielen Punkte. Es gibt aber auch Probleme, bz2i denen das nicht
der Fall ist, und man daher eine andere Sichtweise
vorzieht., Zum Beispiel bei den Problem, duas schon
Aristoteles hatte, und das erst in einem jlngst
‘erschienenen Aufsatz von R.Fischer [FI] wieder

ceutlich bearbveitet wurde, die Frage, ob man / AN
ein Cuadrat in zwei deckungsgleiche HHlften Schnitt

teilen kann. AnschauungsmiBig ist das klar,
man schneidet das Quadrat diagonal durch. Aber
wenn dag Quadrat als eine Punktnenge betrachtet wird, kommt
sofort die Frage:"Wohin gehdren die Punkte der Schnittgeraden?”
Halbiert man die Schnittgerade und zihlt die eine Hilfte zum
einen Teil und die zweite Hilfte zum anderen, stellt sich wieder
die Frage, wohin man den Mittelpurkt dieser Schnittlinie
zahlt.Man kann zeigen, daB man das Quadrat(aus dem Blickpunkt
der Mengenlehre) nicht in zwei kongruente Teile teilen kann.
Dieses "Paradoxzon" wird Jeder Iajie alg Spitzfindigkeit angahen.
B3 zeigt aber, wchin die "mengentheoretische Auffassung, das
Quadirat sei eine Punktmenge, finrt. Auf den beiden Abatraxtions-.
stufeg_(naiv~geomeurische und mengentheosreticche) lTegen ebean -
3

cenau z28ehen - andere Begriffe vor.®/) (Vgl.auch H.-C. Reichel:vie
exakt Ist die Mathematix?" Vortrag U.Wien, Ms.wird publ.)

*) Die Situation ist im Xern zwar nm.Z.treffend, aber doch ein wenlig ver-
einfacht dargestellt. Die "naive"Auffassung 1aBt sich natiirlich au~»

Fus . eliner exakteren Stufe retten. Vgl.den weiter unten zitierten
ufsatz von Aumann.




Jedes Problem erheischt sozusagen die "richtige” Abstraktions-
stufe bei der Begriffsbildung. Vgl. z.B. [PFIL] oder [RE] und
vor allem den Aufsatz von Aumann: "Sind die geometrischen
Figuren Mengen?"Elemente der Math.7(1952),25-28,

Ein anderes Paradoxon, das ebenfalls erst durch Einbringung
mengentheoretischer Gesichtspunkte in die Geometrie entsteht
(Auswahlaxiom, ete.), ist folgendes (Banach-Tarski): Es ist
moglich, eine Kugel so in drei paarweise kongruente Teile zu
zerlegen, daB man zwei dieser Teile so zusammensetzen kann,

daB wieder die urspringliche Kugel entsteht (oder sogar eine
groBere). Oder (Hausdorff): Es ist moglich, die Oberfliche
einer Kugel so in drei paarweise kongruente Teile zu erlegen,
daB einer mit der Vereinigung der beiden anderen kongruent ist!

Die meisten derartigen Paradoxien haben ihre "Ursache" darin,

daB durch die Einbringung der Mengenlehre (und deren Problematik)
in die Geometrie die urspringlich "naiv" geometrischen Begriffe,
wie z.B. "teilen", "zusammensetzen", "Kugel", "Quadrat", etc.
einen anderen (in gewisser Weise erweitertens 3inn erhalten

(vgl. weiter unten).

Die ML brachte also fiir viele Probleme und Begriffsbildungen
zundchst nur eine andere, eine neue Sprechweise. (Das tritt

ja auch im MU an vielen Stellen auf. Vgl. z.B. den Lehrplan).

Wir sagten aber bereits, daB sie (z.T. dadurch,und in weiterer
Folge) auch neue Derrkweisen einbrachte (z.B. Stichwort: "Struktur-
mathematik"). Zum Thema "Leue Denkweisen" ein weiteres Beispiel:

(2) Bis zur Mitte des 19.Jahrhunderts hat man integrierbare
Funktionen, stetige Funktionen, differenzierbare Funktionen, usw.
mehr oder minder als individuelle Einzelobjekte betrachtet. Durch
die Mengenlehre tritt danach ein "Standpunktwechsel" ein !

Nun wird z.B. die Menge Cq aller differenzierbaren Funktionen
betrachtet oder die Menge C, aller stetigen Funktionen, die Menge
C aller integrierbaren Punk%ionen usw. untersucht; es treten

also neue Studienobjekte auf, und daraus entwickeln sich neue
Gebiete der lMathematik, z.B. die Funktionalanalysis. Das

Integral z.B. kann nunmehr aufgefaBt werden als Funktion, welche
jedem Element (z.B.der Menge Cpine reelle Zahl Zuordnet. Diese
Fuonktion hat natirlich ganz bestimmte Eigenschaften (z.B.
Linearitdt u.a.) und es kann z.B. nun umgekehrt gefragt werden,
inwieweit - grob gesagt - diese Eigenschaften das Integral
bereits eindeutig festlegen, u.a.m. Das ist eine echte Re-
reicherung der Analysis., Durch Hinzunahme der "Mengensprache”

und Weiterentwicklung der dadurch entstehenden neuen Aspekte
entstehen neue Denkweisen und damit neue Beweismetheoden..Hieflr nun
ein an sich vollig anderes, aber typisches und schlagendes
Beispiel:

(3) Cantor hat die Mengenlehre in seinen ersten Arbeiten zum

wechselseitigen Vergleich verschiedener (unerdlicher) Mengen verwendet.

Er zeigte z.B. (schon 1874): Die Menge der rationalen Zahlen ist
abzdhlbar;die Menge der irrationalen Zahlen aber nicht, sie
besteht somit aus "mehr" Elementen.
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Derartige Uberlegungen kOnnen z.B. zu sogenannten "formalen"
Existenzbeweisen fithren, die zu Cantors Zeiten zu groflen und

scharf gefithrten Diskussionen gefihrt haben.

Auch heute gibt es ranche Mathematiker, die "reine" (also nicht
konstruktive) Existenzbeweise nicht ohne weiteres gelten lassen,
jedenfalls stellen sie ein immer noch kontroverses Thema der
Philosophie der Mathematik dar. Im folgenden ein klassisches
Beispiel eines reinen Existenzsatzes, der auf den eben ange-
sprochenen Denkweisen der Mengenlehre fuB8t (und auf Cantor
zuriickgeht)?

Definition: Eine Zahl heiBt algebraisch, wenn sie Nullstelle
eines Polynoms p(x)=a0+a1x+...+anxn 1t ganzzahligen Koeffizienten
aj ist (und ap+p).

Wie viele solche algebraische Zahlen gibt es? Nun, jedes einzelne
Polynom hat nur endlich viele Nullstellen und es gibt nur abzihl-
bar viele solche Polyncme, denn fir Jedes feste n €N gibt es ja
nur abzdhlbar viele Moglichkeiten. (Einen genauen Bewels, etwa
mit Hilfe des Begriffes der "Hohe" einer algebraischen Zahl,
entnehme man einem einfilhrenden Buch Uber Zahlentheorie).

Ergo gibt es nur apzinhlbar viele algebraische Zahlen. Da aber die
lienge a2ller reellen Zahlen nichf abzARlDAT ist, 148t sich(mit
Cantor) folgern: Es gibt mindestens eine Zahl, die nicht alge-
braisch ist,und derartige Zahlen heiflen "transzendent™. Dieser
Beweis ist ein Prototyp eines formalen Existenzbeweises. BEs wird
behauptet, daB es transzendente Zahlen gibt, ohne daf eine einzige
wolche Zahl konkret konstruiert wird (Konkrete Beispiele wiren z.B.
m oder die Eulersche Zahl e, die ebenfalls im MU auftritt.

Der Beweis, daB diese Zahlen transzendent sind, ist aber viel
schwerer. )

Aus dem "Dunstkreis" der Mengenlehre stammen heute viele wveitere
"formale Existenzbeweisa", deren "Gultigkeit" z.T. sogar Streit-
punkte fir diejenigen Mathematiker darstellen, welche sich mit
den Grundlagen der Matheratik beschidttigen. Das Beispiel sollte
aber nur zeigen, daB8 im Gefolrge der Mengenlehre auch neue Beweig-—
methoden entstanden, dis gros%ei¢s eute zum festen Bestand der
izthematik gehdren, die aber in welterer Folge auch durchaus
"offene" Diskussionen ausltsen konnen.

Bemerkung: RBei diesen Beispielen wurde schon 1&8ngst Punkt (4),
+A, sogar schon Punkt (B) verlassen. Denn die Irage, ob man etwas
als Beweis gelten 148% oder nicht, gilt als Grundlagenfrage,

und das ist bereits Punkt (C).

(4) Ein weiteres Beis

piel, wo die lMengenlehre zunichst "nur" als
sprachliches Hilfsmitt
in

NN

el auftritt, danach aber ein ganzes Gebiet
dadurch (und durch R bringung ihrer Denkweisen und eigen—
stindigen Strukturen) neu formuliert warde, ist die Aussagenlogik.
Man entdeckt, daB man nit "Aussagen" A,B,C ... genauso umgehen
("arbeiten", "rechnen") kann wie mit Mengen A,B,C ... Sie alle
kennen die entsprechenden Analogien:

A A B ("und") & A n B,
A v B:("oder")é¢é— A U B,
nicht A +——— Xomplement von A, usw.
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Diese Analogien treten ja auch im MU frilhzeitig auf, und viele
beraupten, daB durch diese "Verdinglichung" der Aussagenlogik

im "Reiche der Mengenlehre" ein besseres Verstdndnis jener

erzielt werden kann. Ich brauche hier nicht extra zu erwidhnen,

wie sich daraus in weiterer Folge die Boolesche Algebra und die
Schaltalgebra entwickelt haben. Ohne Mengenlehre waren diese
Gebiete kaum denkbar. Hiebei wird aber nicht nur die Vorstellungs-

kraft angesprochen, sondern es entsteht sowohl eine "Formalisierung"

wie auch "Konkretisierung" der Aussagenlogik. In diesem Zusammen-—
hang sind Namen zu nennen wie Boole, de llorgan, u.a., die ja
auch im MU auftreten.

Eigentlich handelt es sich um eine Idee, die bereits Leibniz
hatte, und welche mit der Mengenlehre einen gewissen Abschluf
gefunden hat.

(5) Noch deutlicher kann man den Aspekt "Mengensvrache als.
Pefinitionshilfe" bei der Wahrscheinlichkeitstheorie belegen.
Indem sich dieses Gebiet heute weitestgehend auf der Mengen-
sprache und Mengenalgebra griindet (Kolmogoroff), hat es eine
gewisse Geschlossenheit der Darstellung gefunden. Die Frage
"was sind Ereignisse", "was ist Wahrscheinlichkeit" 148t sich
bekanntlich (vgl.d?e Lehrbiicher der 8.Klasse AHS) in Uberaus
einleuchtender Weise auf dem Boden der Mengenlehre beantworten.
Freilich bringt auch hier die Mengenlehre (sozusagen "von sich
aus") gewisse Probleme ein, wie sie in analoger Weise bei den
Paradoxien der Geometrie bereits besprochen wurden; z.B.die
Existenz von Ereignissen, welchen sich keine VWahrscheinlichkeit
zuordnen 1a8t, uw.a.m. (Alle diese Probleme treten allerdings
erst bei kontinuierlichen Wahrscheinlichkeitsrdiumen auf). Es
sei erwdhnt, dafB auch die Wanrscheinlichkeitstheorie unter dem
BinfluB der Mengenlehre eine vollig neue "Gestalt" angenommen
hat (Begriffsbildungen, Beweismethoden, etc.).

Bemerkxung: Auch dieser Aspekt "Uberstreicht" sozusagen alle drei
Punkte (4), (B) und (C) unserer "General-Einteilung"!

(6) Zum AbschluB ein Beispiel, das ganz zum Punkt (C), also zu
den Grundlagen der Matnematik, gehdrt. Wir fragen: Was ist eine
natlirliche Zahl? Die Frage 148t sich auf pehrfache Art beant-
wortesn, doch fuhrt letztlich jede in irgendeiner Form auf die
Yengenlehre (niheres siehe z.B. [HA], [HL], [BElu.a.):

Ilan kann 2z.B.-mit J.v.Neumann ~ den ordinalen Aspekt der natir-
lichen Zahlen zum "Fundament" der Definition machen. Man definiert:
20, {Pr=:1, {B,{P}}=:2,...,{0,%,...,n}=:n+} usw. Die natiir-
iczen Zahlen werden also hier als lMengen einer gewissen "Bavart"
iniert. {(Im Grunde handeslt es sich um ein "Modell der Peano-
2 im Reich der Mengenlehra").
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Schulbiicher (in Deutschland und Osterreich) folgten jedoch

r Zlteren Idee Freges bzw. Russells, welche natiirliche Zahlen
curch Klassen gleichpdchtiger endlicher Mengen definiert, also

=11 ¥ardinalen Aspekt in den Vordergrund stellt.
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ilich mu3 dann zunichsat - und zwar ohne Verwendung natiirlicher
ardinal-)Zzhlen - definiert werden, wann eine Menge endlich

! Vor allem aber gehOrt der Begriff "Klasse von Mengen" zu
besonders problematischen Begriffsbildungen, die - so

aulich sie zundchst aussehen - grofle Probleme in sich bergen.
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Didaktische Bemerkung: Hier mbchte ich eine Bemerkung zum MU
einflechten, betreffend die 1.Klasse AHS: m.E. sollte es dort
un eine "verstindige Handhabung" der naturlichen Zahlen gehen,
nicht aber um eine begriffliche Verankerung der natiirlichen
Zahlen in der Mengenlehre (§.h.um die Beantwortung der rein
theoretischen Frage: "Was ist eine natiirliche Zahl?"). Mit
A.Kirsch [KI] meine ich, daf "Mathematik 1 e h T e n" bedeutet:
die Sache "zuginglich" machen; und eine Sache wird i.a. einen
Schiller nicht leichter zuginglich, wenn man darmit ceginnt,

ikre logische Struktur (d.h.Fundierung) zu erklir-a. Man sollte -
plakativ ausgedrickt - den "logischen Zugang" nicht mit dem
"psychologischen Zugang" verwecnseln. M.E. hat die Frage,

was natirliche Zahlen seien, zundchst in der 1.Klasse AHS
nichts zu suchen. Dort sollte man sich m.E. mit dem Satz "die
Zahlen 1,2,3,.., heiBen natiirliche Zahlen" begniigen, um danach
vor allem deren "verstdndige Handhabung" zu iban.-Es mag hier
wahrscheinlich ein prinzipieller Fehler der "Nsuen Schulmathe-
ratik" vorgelegen haben, der aber heute groB8teils auch als
solcher erkanht wurds.

Doch kehren wir zu unserem Thema zurick. Wir haben gesehen:

Der "rein theoretische" Wunsch, natiirliche Zahlen (und in
weiterer Folge auch alle anderen "Arten" von Zahlen) zu
definjeren und nicht blof anzugeben, wie man nit diesen Zahlen
rechnet ("arbeitet"), kann im "Reich" der lMengenlehre be-
friedigt werden.is liegt dann sozusagen eine Rickfilhrung

des Zahlbegriffes auf den Mengenbegriff vor. Analog hat man auch
versucnt - in eirer Art "Okonomieprinzip" - viele andere Begriffe
der (alltiglichen) Mathematil auf den Mengenbezriff zuriick—
gufilhren. (Wir haben das ja bei der Geometrie auch schon an-
gedeutet). Dieser "Philosophie" zufolge wdre dann - in

letzter, utopischer Xonsequenz - die Mathematilk eine Art
urgekehrte Pyramide, welche auf ihrer Spitze, d.h. dem Mengen-
begriff, ruht.x)

Weitere Beispiele hief’r - soweit sie in Schulbiichern zur Srrache
kommen - sind etwa:

a) Was ist eine Purktion? (vgl.5.K1.AY3). Auch hier erfolgt

die Antwort in mehreren "Abst—nktionsstufen”. Letztlich wird
vielfach der Begriff "Funktion" 2ls speziclle "Relation" be-
schrieben, und diese wieder "ist" eine (spezielle Art von)
Teilrenge der Produktmsnge z2us Definitions- und Wertbereich

von f. Wieder lieg®t also letztliich eine Rilckfithrung auf den
Moengenbegriff vor., - Oder:

b) Wag ist ein geordnetes Pazr (a,b)? - Eine Mdglichkeit, diesen

») Bekanntlich hat Bourbaki-eine Fathematilergruppe, die in den

letzten beiden Jahrzehnten durch ein vielbidndiges Werk ; eine Art
enzyklopiddische "Gesamtlarstellung" der athematik anstrebien
und z.T. verwirklichten, - groden RinfluB auf die antwicklung

der 3Schulmathematik gehabt, Der erste Band dieses Werkes heil
"Mengenlehre" (Theorie des Ensemblea)! Dieses Werl hat mancres
zu einer aus heutiger Yicht =.T, "Ubertrieben=n" Wertschitzung

der sog. "Strukturmathzmatik" beigetragen. Awh dag hat sich in doer

sog. "New Math," der Schullehrpline der meisten Linder m.RE. pary
starg niedergeschlagen und pendelt sich heute eher wieder ein.
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fundamentalen Begriff zu definieren, ist wieder seine Riick-
fithrung auf den Mengenbegriff. Etwa so: (a,b)"ist" die Menge
{{a}, {a,b}}.

Nochmals sei auch hier gewarnt: Diese Definition befriedigt ein
gewisses Interesse, den Begriff "geordnetes Paar" logisch

korrekt "abzusichern", zu definieren. Der praktischen Handhabung
dieses Begriffes und dem "Verstdndnis" hiefir ist dadurch m.E.
wenig gedient. Letzteres soll aber m.E. im Schulunterricht

primdr sein!

Diese Beispiele mtgen zur Illustration des oben Gesagten geniigen.
Ziel dieser "Philosophie" ist die Vermeidung undefinierter, vager
und (allzu) anschaulicher Begriffe durch deren Riickfithrung auf

den (dann mdglicherweise einzigen nicht ndher "inhaltlich"®
definierten Mengenbegriff. Dieses - ich mbchte sagen, "puristisch-
theoretische" Ziel steht aber m.E. im MU allenfalls am Rande

und gehort jedepfalls erst in eine sehr "hohe" Altersgruppe

der AHS, evtl. 8.Klasse, wo es auch in gewisser Weise vom
Lehrplan her eher gerechtfertigt wdre. Doch selbst dann muf
deutlich werden, daB es - wie beschrieben - eben um ein "theoreti-
sches Ziel" geht.

Als Fazit und als "Grundfrage" dieser "Philosophie" ergibt sich
dann aber umso dridngender die Frage: Was ist nun aber eine "Menge"?
Und diese Frage -~ die ja auch im Titel angesprochen 1st - soll

nun abschlieBend behandelt (bzw.gestreift% werden.

Die -~ auch in Schulblichern angegebene - Definition:"Unter einer
Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten wohl-
unterschiedenen Objekten in unserer Anschauung oder unserem
Denken (welche die Elemente von M genannt werden) zu einem
Ganzen", die Cantor 1895 gegeben hat, kann bekanntlich nicht
als "Definition" im strengen Sinn gelten, sie hat Widerspriiche
in sich (s.u.). Sie geht letztlich ja davon aus, daB man alles
Denkbare auch zusammenfassen kann, z.B. alle Blonden, alle
Dicken, usw. Pir endlich viele Dinge ist das mdglich, bei
groBen (jedenfalls unendlichen) "Gesamtheiten" ergeben sich
Probleme. *) ’

Solche Widerspriiche (Antinomien) sind z.B. die Russellsche

Antinomie (1903): Es gibt - jedenfalls nach der obigen "Definition" -
[lengen, die sich selbst als Element enthalten (M = {1,x,{0,1},M})*%
und solche, die sich nicht enthalten. Sei m = {M|MEM) die

Menge aller Mengen M, die sich nicht selbst als Element ent-

halien. Dann gilt offenbar: MéM « M éMm, Das ist eher ein
Widerspruch! BZine nette "Einkleidung" dessen i1st etwa folgende:

Jede groBe Bibliothek hat Katalogbédnde, die selbst Nummern

tragen. Solche Kavalogbdnde xOnnen sich nun selbst verzeichnen

%) Ganz allgemein ergeben sich natilrlich (erkenntnisthecretische)
Problere, wenn man Erfahrungen-, die man it endlichen Gesamt-
heiten gemacht hat, ohne weiteres auf uvnendliche Ubertrigt!
Gerzde diese Problematilk steht ja bei der Mengenlehre auch an!
¥¥Btwa auch die "Menge aller Mengen", die sich bei naiver "Anwendung"
unserer "Definition" eigentlich bilden lassen miite.
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oder nicht. Ein Bibliothekar-Lehrling s0ll nun genau die Nummern
aller derjenigen Katalogbidnde zu einem neuen Katalogband zusammen-—
fassen, welche sich nicht selbst verzeichnen. Er verzweifelt!
S0ll er die Nummer dieses neuen Katalogbandes in demselben nun
aufrehmen oder nicht? In keinem Fall hat er den Arbeitsauftrag
voll erledigt. -~ Diese "Einkleidung" trifft die Sache nicht
vollstdndig, erliutert aber dasg Prinzip m.E. rech+ gut, ebenso
c¢ie berlihmte "Definition" des Dorfbarbiers (= derjenige, der

alle rasiert, die sich nicht selbst rasieren., Rasiert er sich
selbst?). Wenngleich dieses "Beispiel” eher "semantische Aspekte”
auiweist, so hat doch auch die Russellsche Antinomie im Grunde
etwas von der berithmten griechischen Antinomie des Ligners, die
sich hier letztlich spiegelt. Das fithrt jetzt aber zu weit.

Es gibt noch andere Antinomien der Mengenlehre aus deren "Urzeit".
Cantor selbst hat schon gewuBt, dafB es nicht die Menge M aller
Mengen (Allmenge) geben kann. Das bezeichnet man als Cantorsche
Antinomie (1899). Cantor hat gezelgt, wenn man die Potenzmenge

L) einer Menge X bildet, so ist gsie Jedenfalls michtiger als X.
Wenn es nun eine "Allmenge" M gibe, so wire deren Potenzmenge
B(M) gleichzeitig auch eine Teilmenge von M und kann daher
keine hohere Michtigkeit als M haben. (Genaueres siche z.B.
[HL], [HA] u.a.).

Ein drittes Beispiel fiir solch eine Antinomie ist die Burali-
Forti-Antinomie (1897): Man bilde die Menge B aller Ordinal—
zahlen 8. Da B selbst wohlordnungsféhig ist, gehort zu dieser
Wohlordnung auch eine Ordinalzahl 8/, die dann auch zu B ge-
hort und damit einem echten "Anfangsabschnitt" [O, Y von B
représentieren niBte, was den SHtzen der Ordinalzahltheorie
widerspricht.

Diese (u.a.) "Antinomien" der Mengenlehre haben (wie es in
populédr-wissenschaftlichen Biichern steht) die sogenannte
"Grundlagenkrise” des 20.Jh. ausgelost. Zur "Bewdltigung" dieser
‘Antinomien wurden mehrfach prinzipielle Anderungen der Cantor—
schen Mengendefinition vorgeschlagen, z.B. Russells Typen-
theorie u.a.

Die heute iblichen -~ und von Prinzip her anderen - Definitionen
des lengenbegriffs erfolgen nach Vorschligen z.B. Zermelos, Fraenkels,
Godels, Hilberts, Bernays , u.a.

ar versucht keine "inhaltlich-konkrete" Ericldrung des Mengen-—
begriffs, sondern eine "formal-axiomatische". Der Begriff "Menge"
wird also nicht durch andere, evtl. einfachere Begriffe erklirt,
sondern durch seine Eigenschaften festgelegt (wie etwa die
Figuren beim scnachspiel).

Durch einen Vergleich mit der Gecmetrie mdge dies verstidndlicher
werden: Buklid hat um 300 v.Chr. ("konkret-inhaltlich") zu
definieren versucht:®in Punkt ist, was keinen Teil hat”, oder:
"eine Linie ist eine Linge ohne Breite", oder: "eine Flidche ist,
was nur Lange und Breite hat", usw.

Das sind auch keine im heutigen Sinn "haltbaren" Definitionen.
Mit Cantors Mengendefinition haben sie gemeinsam, daf man versuch+

¥
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das zu Definierende auf etwas anderes, "dinglich Vorstellbares",
zuriickzufithren. Euklid hat fiir seine Beweise der geometrischen
S&tze in den "Elementen" (vgl. z.B. [KR])diese Definitionen.aber
nicht (bzw. fast nicht) benlitzt, sondern nur seine "Postulate".
Das sind "Grundsitze" - heute wirden wir sagen: "Axiome",-wie
z.B. ("salopp" formuliert): (i) zwei verschiedene Gerade in einer
Ebene schneiden eirander in héchstens einem Punkt; oder:(ii) zwei
Punkte bvestimmen genau eine "Verbindungsgerade"; oder:iii) von
drei Punkten auf einer Geraden liegt genau einer zwischen den
beiden anderen; oder:liv) in einer Ebene seien gegeben: eine
Gerade g und ein DPunkt P €g. Dann gibt es genau eine Parallele zu
g durch P. ("Parallelenaxiom"); und andere mehr.

M. Pasch und vor allem D.Hilbert hatten zu Ende des 19.Jh. nun
die Idee, bei der Definition von "Punkt", "Ebene" und anderen
geometrischen Begriffen auf konkret-inhaltliche "Beschreibungen"
Uberhaupt zu verzichten und sich ausschlieBlich aut derartige
"Spielregeln" (= Axiome) zu stiitzen. Xurz: die erwidhnten Begriffe
werden als nicht niher erkldrte "Grundbegriffe" verwendet,

welche ausschlieBlich implizit - formal durch eine Reihe von
Axiomen definiert werden. Diese geben sozusagen an, wie man mit
den Begrifien "arbeitet". (Ebenso wie etwa die natiirlichen
Zahlen durch die sogenannten Peanocaxiome definiert werden k&nnen).
Es ist also - wie gesagt - dhnlich wie etwa bei einem Schach-
spiel, wo auch der Turm z.B. nicht als "dicke Figur mit Zinnen"
definiert wird, sondern durch die "Handlungen" (Ziige, Bewegungs-
art, usw.), welche er durchfiihren darf. Diese Regeln definieren
also implizit, was ein Turm "ist", und - analog - die anderen
Figuren.

Wichtig ist hiebei vor allem, daB die Axiome widerspruchsfrei
sind. %Mit derartigen formalen Fragen beschifiigt sich heute
vor allem eine seit Hilbert neue Teildisziplin der Mathematik,
die sogenannte "Metamathematik" oder "Beweistheorie".

In der ersten Hdlfte des 19.Jh.hat man z.B. entdeckt, daB - in
moderner Surache ausgedriickt - das Parallelenaxiom "PA" (beispiels-
weise) von den anderen Axiomen der Geometrie "unabhidngig" ist,

d.h., man kann es dzn anderen Axiomen bhinzufligen, ohne -~ salopp
ausgedrickt - einen Widerspruch zu erhalten, man kann aber
ebensogut die Negation des Parallelenaxioms hinzufigen. Solcher-
art erhdlt man verschiedens Geometrien, "euklidische" (it PA)

und "nicht-euklidische™, wo des PA ausdriicklich nicht gilf.
Analoges wird uns auch weiter unten bei der lMengenlehre begegnen;
und damit sind wir wieder bei urserem eigentlichen Thena.

Un den Mengenbegriff mdglichst widerspruchsfrei zu definieren,
bedient man sich heute nimlich der gleichen Methode: man ersetzt
die Cantorsche kon¥ret-inhaltliche "Definition’ durch eine
formal-axiomatisch

Mengenlenre").

(DRSS g

i Definition (deshaldb auch der Name "axiomatische

(V]

Hiefir gibt es verschiedene Moglichkeiten, Ublich sind vor allem
zvei (die in gewisser Weise Hquivalent sind): das Axiomensystem
von Zernelo-Fraenkel (ZF) und das von @¢ddel-Bernays-Neumann {(GBN).
Prinzipiell verléduft alles Zhnlich wie bei der Geometrie. Diesmal
211t der Begriff "lenze" bzw. "Klasse" bei (CBN), bezeichnet
durch x,v,z,..., als "Grundbegriff", welcher dvrch eine Reihe
von Axiomen ("3pielregeln") implizit definiert wird, wie
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beispielsweise (wieder "salopp" formullert)
(1) P ist eine rﬂ“ge (die Existenz der leeren lenge wird also
dy;OmatlSCh gefordert). Oder: (ii) Mit x ung y ist auch

xUy = {ala€x v a €y} eine lenge, u.v.a.nm.

In unserem Rah~en kann mnan schon deshalb nicht ndher
Axlome e¢n6e“eh, well zunichst die Form und die Szra
préazisiert werden m“Lte, in a97cner diese Axicze >
S0 wire natirlich schon in (11) réher zu erkldren, w
unter {a/a €x ¥ a €y} zu verstonern hat. Davei darf mun natir-

e niher

lich elneruewts keine "Anleilen" bcl der naziven lengernalgebra
rachen, andererfseits sollten aber deren ”*o%otellungsméﬁige
Inkalte" im nachhirein ratirlich durecr den “4Xlomatischen

Mengenbegriff (auch formal) erfa@bar sein.

welche Auswir reungen hat nun die tisc
welse bei der DeTinition des ﬂe.3enbegriff0?

Nun, zunichst sind die Axiome 30 formuliert, da3 es beispiela-
welse keine Mengen rehr €ibt, die sich selbst als Element
enthalten. Solche "spielen" Aufgrund der Lxiome nich+ mahr
mit. Die Familie aller Mengen ist nunmehr 81nnvoll eingeschrinkt
(Das folgt z.B. aus dem sogenannten FPundierungsaxion). Die
Russellsche Antitomie 4ritt also nicht mepr anf! (inaloges
gilt fur die andesen oben zitierten Antinczien; sie treten
nicht mehr auf, - Inggogamt konrnte die Widersoruchsfreiheit
der 7P—AKIO“P allerdings bis heute nicht tewiesern wWerden;

rete Widers spriiche wéren Aalso prinzipie.nl cenkiar, wvenngleich
hochst unwahrsecheinls h.)

cowelt also die Vorteile der axiomatischen Hengerdefinition.
by "‘_-‘?"h——:—-—-—- . - »

s gibt aber aucn"yacnteile Auf sinen alesesr "Jachteile"
wollen wir abschlielona noch eingehen:

Ahnlich wie das Farallelenaxion der ebenen Gecmetrie von den anderen
Ltxiomen der Geometrie tnabhiingig ist, und es dahar alsgs Kenseauenz
verschiedene Cecrmetviarn (z.B. Aer Ebtene} gibt (euklidisch
nd nicht»euk71~"cde y liegt aie Bache auch tier. Die (bisher

hn annten) | Axiozernsyotems legen den Men genbegrilf C :

feutig fest. Gnﬂiuer: Bei einem vorgaqeoenan i .

-

ubﬂ iet der I

"y ' .3 v] - oy~
AX¢O“P‘“V“fDm~n L8N aber dor bwgrLiI ] "
.. S - a . L W - . 1. < - —
Vierseniedernes beceuten, Und es glbt Clsner h“lh f*lt@flhg,
delches vns sagon wilrde , welchegn mulcwwr“'
-

en Wir zur Pogt-
n

sy
oS0l len,

:
teauangz des rungﬁnnﬂ'*1*‘b nun wirklich vurue {
PUr die pravtisore Fathematil sing die Auswiy
nllﬁrdinpo nicht so schlimm, wen
Situationen entst ahan,alene unis

vigen nnunutr”',n an einem Boi

ungen 36

leich auch da oerras
. lch will diese etwﬂs
. niher ausiihren:
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Yerge (Mc®) gint, Welcho michtiger ales N (ajso iterabeihlbar)
ist, aber k]eln 2re Michtigkeit als ® hat.
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Nun ist R gleichmichtig mit der PotenzmengelP(N) (siehe z.B.
[HAY oder HL}). Bezeichnet man daher wie iblich die Michtigkeit
(%ardinalzahl von N mit % wund die der Potenzmenge f (N) mit
270, so lautet Cantors Vermutung 240=§;, wobei §1 die kleinste
Uberabzihlbare Kardinalzahl ist; (daB es eine solche gibt,

148t sich zeigen).

Bemerkung: Dag 2fo> ¥, sein mus, folgt aus dem schon vorher
zltlerten 3atz Cantors, daB die Potenzmenge einer Menge M
Jedenfalls michtiger ist als M selbst. Die Vermutung, dag

"270 =§4" gilt, heilit (die spezielle) Kontinuumshypothese (CH).

Im Jahre 1900 hat D.Hilbert in einem beriihmten Vortrag bei einem
internationalen Méthematikerkongreﬁ - neben anderen fur die
nachfolgenden Jahrzehnte bedeutsamen Problemen - die Kontinuums-—
hypothese als Problem formuliert und zu einem Beweis oder zu
einer Widerlegung aufgefordert.

Godel hat 1938 gezeigt, daB8 jedenfalls kein Widerspruch entsteht,
wenn man die Aussage "25°=z1", also Cantors Vermutung, zu den
(Zermelo—Fraenkel-%Axiomen der Mengenlehre dazunimmt. — Man sagt:
"Die Kontinuumshypothese ist konsistent (vertrdglich) mit ZF".

Andererseits hat P.Cohen 1963 gezeigt, daB auch die Negation der
Kontinuumshypothese (= CH) konsistent mit ZF ist. Man darf also
auch - grob gesagt - annehmen, daB 250:>ﬁ ist, ohne zu einem
Widerspruch zu gelangen! Die Kontinuumshypothese ist also ebenso
unabhdngig von den ZF-Axiomen der Mengenlehre, wie es das
Parallelenaxiom von den anderen Axiomen der ebenen Geometrie
ist. Somit gibt es - wenn man es so ausdriicken will - zwei ver—
schiedene Mengenbegriffe; einer festgelegt durch die ZF-Axiome
lus CHd, einer durch die ZF-Axiome plus Negation von CH, also
Eﬂ CHJ.

Das hat viele Auswirkungen auf andere Gebiete der Mathematik,

Wo man es zundchst gar nicht vermuten wiirde. Belegen will ich
diese Behauptung durch ein Beispiel, welches vom Inhalt her fir
den Augenblick - und schon gar nicht fiir den Fathematikunter—
richt (!) -interessant ist. Es handelt sich um einen tiefliegenden
Satz der Algebra,der im Gefolge eines funktionentheoretischen
Problems (Cousinsches Problem) entstanden ist. Lesen Sie bitte
Uber die darin enthaltenen Begriffe ruhig hinweg; worum es eigent-
lich geht, wird gleich danach deutlich werden.

Satz (Stein 1951): Eine abz#hibare abelsche Gruppe ist genau
dann 1rei, wenn Zxt (G,Z] = O (d.h., wenn fur jede abelsche
Gruppe H mit 7 4 H und H/Z =G gilt: H = ZDG; wenn also jede
Erweiterung von 7 durch ¢ zerfiallt). - Nun stellt sich natirlich
die Frage, ob dieser Satz nur fur abzidhlbare Gruppen gilt, oder
vielleicht auch - allgemeiner - fiir gewisse Uberabzdhlbare,
vielleicht sogar fir alle abelschen Gruppen. In seinem Buch
"Infinite Abelian Groups"™ II,S.186, bezeichnet der bekannte
Algebraiker L.Fuchs dieses Problem &ls eines der schwersten

der Gruppentheorie!

1974 hat sich eine Uberaus lberraschende "Losung" ergeben: Ein
Jungerer lMathematiker namens Shelah zeigte nimlich, dap die
Antwort auf das gestellte Problem in tiefliegender Weise von dem




llengenbegriff abhidngt, den man zugrundelegt! Flur abvelsche
Gruppen der Miachtigkeit #1 lautet die Antwort auf das gestellte
Problem "ja",wenn man nit einem Mengenbegriff arbeitet, welcher
die Kontinuumshypcthese CH "enthdlt", wenn also CH "anerkannt"
wird. Wenn man aber - was ebensogut moglich ist - den lengen-
begriff durch ZF+(= CH) festlegt, die Legation der Kontinuurs-
hypothese also als gegeben anninmt, laute: ais Antwort "nein':
{grob gesagt!)

vergrdberungen vorgenormen, es
Beispiel gezeigt werden, daB es rmathematische Problere gibt,
die sich prinzipiell (!') nicht mit "Jja" oder "nein" beantworten
iassen, sondern ceren LOsung von denm jeweiligen Axiomensysten
abhéngt, mit welchen man den Mengenbegriff aufbaut. Ahnlich,
wie eben auch die Frage, wie gro die Winkelsumme im Dreieck

Zs wurden hier zwar einigs - allerdings blod "tecrnische"
i soll

sel, verschieden aus allt, je nachdem, cb rman sio im Rahmen

der euklidischen Geometrie oder in einer nicht-euklidischen
Geometrie beantworiet. nsei der Mengenlehre sind die Auswirkungen
aber vielfach tieferliegend, uberraschender und jedenfalls noch

“eiter reichend, weil ran - wie oben beschrieben - den Fengen-
begriff in gewisser Weise eben als fundamental fir weite Teile
der Mathematik ansehen kann.

“el ndherer Untersuchung ist die Lage sogar noch ein wenlg
~emplizierter: Auler der Kontinu nshypothese gibt es rimlich

noch mehrere andere Axiore (bzw.Sitze , die ebenfalls unabhingig
von den ZF-Axiozen der Mengenlehre sind. Eines der rrominentesten
unabhédngigen Axiome neben der Kentinuumshypothese ist das Auswahl—
axiom, welches die "Schulgd" trigt an den cben zitierten ‘Paradcxien
(Banach—Tarski, Fausdorff; Existenz von Ereignissen, welchen ran
keine Wahrscheinlichkeit zuordnen kann, venn ein kontinuier—

licher Wahrscheinlichkeitsraum vorliegt (i.e. Txistenz'nicht —
'‘melbarer Mengen"), u.v.a.m.).

esehen, gibt es also viele verschiedene Ferngenbegriffe, oder
er: viele durchaus verschicdene u-4d Gurchaus nicht-dguivalente
lichkeiten, den Mencenbeorifs festoule sn, Bin Xriterium Tz
s3mer nicht!

[ PV ) + " 3 by - y
gunstigsten” gilot eg bi

bas also war gemeint, wenn ich vorher sagte, daff 1ie Mengenlehre
viele fiir sie tynische Froblema'einbringt) wenn man eoin Gebiet
(2.B. die VWahrscheinlichizeitsthenrie oder die Geometrie)mit

ihrer Hilfe aufvaut (formuliert). — Hin Zitat dez bedeutendan
logikers Quine (1965) teschreibt die Situation knapn und treffend:
"Set theory is leas settied and nore conjectural thian the
classical mathematical supersiructire that can ba founded upon it™.

Uie Mathematik wurde in diesem Sipn einral mit einem Baum ver-
glichen: der Stamz (die klassische Fathematik) 1o+t dick und fest,
rach oben zu veridsiteln sich die Zwelge, und nach untan zu sind
die Wurzeln ebenso fein verdstelt und im einzelnen relativ
schwdcher als der Stamm. —

Kun aber zurlck zur "harifesten" }Mathematil und zur 3chule. In puncio
lengernlehre darf und karn man oich Gier [ I

tirs erste) zit einer
irkldrung, wie sie siingemiB etwa in den meisten einfinrenden
Blichern steht, begniigen. Bei Fangoldt-Knopp heit es z.R.:




- 144 -

"Es ist nicht ndglich, den Begriff einer Menge im eigentlichen
Sinn zu erklédren, d.h. auf noch einfachere Begriffe zuriickzu-
fiithren. Die Fdhigkeit unseres Geistes, Dinge zu einer Einneit,
eben die Menge dieser Dinge, gedanklich zusammenzufassen, mul
vielrehr als eire der urspringlichsten Fdhigkeiten des Geistes
angesehen werden." - Und das ist der pragmatische Standpunkt,
den die meisten Mathematiker "prima vista einnehmen.

Zum AbschluB aber wieder zuriick zum konkreten Mathematikunterricht:
Man kann hier lange dariiber streifen, in welcher Schulstufe es
notwendig ist, Mengen einzufithren, und ab wann es notwendig ist,

bei diesem oder jenem Problem die Mengenlehre iuberhaupt zu
verwenden, oder ob man wie frither ohne Mengenlehre auskommt.

Wenn man die Akzente (Stellenwerte) richtig setzt, ist die
Verwendurg des Mengenbegriffes mit der elementaren Mengenalgebra
sicherlich vielfach sowohl ausgs fachlichen wie auch aus mathematisch- ;
didaktischen Griinden durchaus sinnvoll. i

Es gibt ja auch noch einen anderen als den rein mathematischen
Gesichtspunkt, den der sogenannten "allgemeinen Lehrziele”, welche
im Lehrplan z.T. taxativ erwdhnt sind: im lMathematikunterricht
sollte wan allgemeine Lehrziele, z.B.die SprachfZhigkeit, schulen,
oder die Schitler zum kritischen Denken erziehen, u.a.m. Fragt
sich nur, wie sich das konkret erreichen 148t%t. Unter anderem

kann aber z.B. auch die liengenlehre dazu beitragen. Im folgenden
Beispiel geht es etwa u.a. um das Lehrziel, zu zeigen, vie
Begriffe, die in einem bestimmten Bereich (Umfeld) gewonnen
wurden, ihren Sinn verlieren kdnnen, wenn man sie Uber diesen
Bereich ohne weitere Uberlegungen hinaus ausdehnt. Man fragt

etwa: welche Strecke besteht aus "mehr" Punkten, AB oder CD? (Fig.1)

D D
D
5 B B
Fig.1 Fig.2 Fig.3 [Z-7C°
A c A C ATTTTTTT c |

Nun, Pig.2 scheint zu zeigen, daB beide Strecken aus "gleich vielen".

Punkten bestehen, Fig.? zeigt offenbar, dafl CD aus "mehr" Punkten

besteht. Beides ist "prima vista" richtig. Man sieht: bei unend-
ichen Merngen verlieren also - grob gesprochen - die Begriffe

"mehr", "gleich viel", "weniger" ihren Sinn (!) und niissen

durech feinere Bagriffsbildungen ersetzt werden. Eben deshalb

wurde ja der Begriff der "Gleichmichtigkeit" eingefihrt, der

bekanntlich eben erst bei unendlichen llengen seine volle Trag-—

weite entwickelt, (Bei endlichen Mengen bedeutet er bekanntlich

dassalbe wie "gleich viele Elements aufweisend". Der Begriff
"gleichmichtig" kann also durch “"e¢rweiterndes Umdefinieren”
(F.Schweiger) zewonnen werden., Die Punkiemengen belder Strecken,

AB und CD, sind {(1t. Fig.2) gleichmichtig. Analoges erkennt

man, wWwenn man bedenkt, daf wan z.B. aus der llenge N alle unge-—

raden Zahlen herausstreichen kann, und dennoch wird die lMenge

(im mengentheorctischen Sinn) nicht "kleiner". N ist ja gleich-

pichtig mit Mg, der Menge der geraden Zahlen. - Mit diesenm

YschlieRenden Reispiel will ich aber keinen weiteren "Streit® uber

en didakxiischen Wert der Mengenlehre aufwerfen, sondern vielmehr-
it meinem Darnk filr lhre Aufmerksankeit -~ einen SchluBpunkt setzen. —
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Anmerikungen zum Thema "Unendlichkeitsproblem" (im Text nur knapp
erwahnt):

Cantors Theorie unendlicher Xardinal- und Ordinalzahlen, .die
in den nachfolgenden Jahrzehnten von vielen liathematikern (u.a.
von J.v.Neumann,KGodel, P.Cohen u.a.) ausgebaut und gefestigt
wurde, ist eine der wichtigsten und "grsgten" Teilgebiete der
Mengenlehre. Sie trug und trigt - wie gesagt - auch Entscheidendes
zur Philosophie ("Unendlichkeitsbegriff") bei, zumal sie viele
der schon seit, den Griechen (und relativ knapp vor Cantor vor
allem bei Bolzano) beschriebenen "Paradoxien des Unendlichen"
in befriedigender Weise "erklirt". Es geht im wesentlichen um
eine"Hierarchie" ("aktual"-)unendlicher Mengen (Michtigkeiten)
und um eine entscheidende Bereicherung des Zahlbegriffes (Es
wird "Uber das Unendliche hinausgezdhlt"). Zu Cantors Zeit
geriet die Mengenlehre auch in die Nzhe von philosophischen
und - leider - sogar pseudoreligidsen Spekulationen. Cantors
Ausgangspunkt war aber - wie ebenfalls beschrieben - konkrete,
klassische Mathematik, und das gilt auch fiir die zahlTeichen
und heute praktisch selbstverstindlichen Anwendungen der
Kardinal- und Ordinalzahltheorie.

Zu dissem Thema mdchte ich hier noch zwei passende Originalzitate
G.Cantors anfithren:

1. "Die bisherige Darstellung meiner Untersuchungen in der
Mannigfaltigkeitslehre ist an einen Punkt gelangt, wo ihre
Fortfiihrung von einer Erweiterung des realen ganzen Zahlbe-

griffes iber die bisherigen Grenzen hinaus abhéngig wird, und

zwar f4llt diese Erweiterung in eine Richtung, in welcher sie meines
Wissens bisher von niemandem gesucht worden ist." -

2. "Neque enim leges intellectui aut rebus damus ad arbitrium
nostrum, sed tamque scribae ab ipsius naturae voce latas et
prolatas excipimus et describimus". (= "liotto" der groflen Arbeit
Cantors (1895? "Begriindung der transfiniten Mengenlehre",

welche im Vortrag mehrfach erwdhnt wurde.
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